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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
 
ΘΕΜΑ Α 
 
Α1 σελ. 260 
Α2 σελ. 280 
Α3 α)Σ β) Σ γ) Λ δ) Λ ε) Σ  
 

 
ΘΕΜΑ Β 
 

 z – 3i  + z +3i =2  

 

w=z -3i +
iz 3

1


 

 

B1. z-3i + iz 3 =2     

z-3i + z-3i =2  

 
2 z-3i =2 z-3i =1  

 
M(z)  κύκλο με κ(0,3),P=1 
 
 

B2. z +3i = 
iz 3

1


 ( z +3i) (z-3i)=1
2

z 3i =1  

                                                          z-3i =1Ισχύει από το (α) 

 

Β3.w = z-3i+ 
 iz 3
1

w=z-3i + z 3i   

w=z+ z w=2R e(z)   
 
Όμως το -1 Re(z)1 αφού Μ (z)  στον κύκλο 
 
με κ (0,3), ρ =1 
 

Άρα -2   2Re (z) 2  -2 w2 
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B4. 

( )z w z z z z z z z z           

 

ΘΕΜΑ Γ 

 

F:     2 φορές παραγωγίσιμη στο R  με F’(0)=F(0)=0 

x

x x x

x x

x x

e (F'(x)+F''(x) -1) =F'(x)+ xF''(x)

Γ1.

e F'(x)+e F''(x) - e =F'(x)+ xF''(x)

(e F'(x))' - (e )' = (F'(x)x)'

e F'(x) - e =F'(x)x +c


 

1
0

1

1

'( ) 1
'( ) '( ) 1

'( )( ) 1
1'( ) '( ) (ln( )) '

( ) ln( )

  x=0 , 0= ln( )
0 0 0

 ( ) ln( )

2. ''( )

o o

x x

Για x = 0, e F(0) - e =F'(0)0+C C = -1

άρα e F'(x) - e



  

  

  


    


   

  
  

 

 

x x

x x

x
x

x

x

x

F x x
e F x F x x e
F x e x e

eF x F x e x
e x

F x e x C
e o C

C
a F x e x

F x





0

1 1( ) ' '( )

'( ) 0 1 0 0
1'( ) 0 0 1 0 0


  

 
       


       



x
x

x x

x x

x
x

x

ee x F x
e x e x

F x e e e x
eF x e x
e x  
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                  0               

 F’(x) - + 

 F(x)   

 ο.ε 

 



       
  

 

 




   

 

0

x x x x x x x 2

3 x 2 x 2

x x

x 2

x x

x x

 χ 0 η F παρουσιάζει ολικό μέγιστο το F(0)=0

Ά  το ολικό ελάχιστο είναι (0,0)

(e 1)'(e x) (e x)'(e 1) e (e x) (e 1)
. F''(x)=

(e x) (e x)

2e e x 1

(e x)

ώ h(x) 2e e x 1

h'(x) 2e e   
     
    

x xx e e (1 x)

h'(x) 0 1 x 0 x 1

h'(x)>0 1 x 0 x 1

 

       x                  1               

 h’(x) + - 

 h(x)   

                                 ολ.μ.  
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x x

x

x x

x 1

 h παρουσιάζει ολικό μέγιστο στο 1 , το h(1)= 2e-e-1=e-1>0

Bρίσκω το Σ.Τ της h στο (- ,1)

lim (2e e x 1) 1 0

lim(2e e x 1) e 1 0

Ά  το Σ.Τ στο (- ,1) είναι το (-1,e-1)

και επειδή το 0 ανήκει στ











    

    

 

1

x x

x 1

x x x

x x

ο Σ.Τ της h, η h έχει μια ακριβώς ρίζα P  στο (- ,1).

Βρίσκω το Σ.Τ της h στο (1,+ )

 

lim  (2e -e -1)=e-1>0
 

lim (2e -e x-1)= lim (e (2-x)-1)=-

άρα το Σ.Τ στο (1,+ ) είναι (- ,e-1)

και επειδ



 





 


 

2ή το 0 ανήκει στο Σ.Τ της h έχει μια ακριβώς ρίζα P

(1, ). 
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1 1

Όμως επειδή η F   στο (- ,1) αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν του P

με θετικό για μεγαλύτερο του P   αρνητικό για μικρότερο του P

Ομοίως και για το P2, η F  στο  (1+ ) άρα αλλάζει πρόσημο

εκατέρωθεν του P







2 2

2

'
1 2

 με θετικό για μικρότερο του P  και αρνητικό

για μεγαλύτερο του P .

Άρα η  h τέμνει τον χ χ σε 2 σημεία P ,P  μόνο και εκατέρωθεν

αυτών αλλάζει πρόσημο η h άρα η F έχει δύο ακριβώς σημεία καμπής.

Γ4. Θεω x

2 2

ρώ: g(x) = ln(e x) x

.  για την g στο 0,
2

H g συνεχής στο 0,  ως π.σ.σ.
2

g(0) = 0-συν0=-1<0
g(0)g( ) 0

2g( ) ln(e ) 0 ln(e ) 0
2 2 2

γιατί η Fέχει ολ.ελάχιστο το (0,0).

Άρα σύμφων

 

  

    
    

 
   

      

0

0

x
0 0 0

' x
x

α με το Θ.Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα χ (0, ) :
2

g(x ) 0 ln(e x ) x

1
Όμως g (x) (e x) x

e x
F'(x) x

 F'(x)>0, x>0

και ημx>0, x (0, ) F'(x) x 0, x (0, )
2 2

άρα g'(x)>0, x (0, )
2

άρα η




    

   


  

 
        




 

0

x

 g , x (0, )
2

Συνεπώς το x  είναι η μοναδική ρίζα της εξίσωσης 

ln(e x) x


 

  
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ΘΕΜΑ ∆ 

 

2tx

2x 0

2u 2x 2u0 0

2x (u) 2x 2x (u)x x

2u 2u0 x

(u) (u)x 0

2u

1 F(x) e
∆1.  dt

e g(x t)

θέτω x+t=u dt=du

t=u-x

για t=0 , u=x

για t=-x , u=0

1 F(x) e 1 F(x) 1 e
du du

e g e e g

e e
1 F(x) du F(x) 1 du

g g

όμως επειδή e  συνεχής 

και 











 
   

      



 

 
2u

(u)

2t
2ux x

(u) 2x0 0

2u

2x

e
 συνεχής άρα

gg συνεχής

e
dt   παραγωγίσιμο άραe 1 g(x)

το du F(x t)
g e

                  και η F παραγωγ.συνάρτηση.

θέτω  x+t=u dt=du

t=u-x

για  t=0,  u=x

για   t=-x, u=0

1 g(x) e
=

e











 





 

2x0

x
 du  

F(u)


 

2u 2u0 x

x 0

1 g(x) 1 e e
du g(x) 1 du

F(u) F(u)


      

2u 2uόμως επειδή e  συνεχής e

F(u)και η F συνεχής





 συνεχής  

Άρα το
2ux

0

e
du

F(u)  παραγωγ.  

Συνεπώς η g παραγωγίσιμη συνάρτηση.  
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2x

( )

2x

e 1F'(x)
g(x) F'(x) g(x)

1g'(x)e
g'(x) F(x)F(x)

F'(x) g'(x)
(lnF(x))' (lng(x))'

F(x) g(x)

lnF(x) lng(x) c

για  x=0 , ln1=ln1+c c=0




 

  
 

    

  


 

 

Άρα ln F(x)= lng(x)F(x)=g(x) 

 

∆2.  Αν F(x)=g(x)F’(x)=
2x

2xe
F'(x)F(x) e

F(x)
    

2F’(x)= 2x2e  (F 2 (x))’=(e 2x )’  

2 2xF (x) e c    

Για  x=0 : 1=1+C C 0   

Άρα F
f(x) 0

2 2x x(x) e   F(x) e


      

 

∆3. 

   

x

1 1x 0 x 0 x 0
x x

lnF(x) lne x
   lim  lim   lim

1
F( ) e e

x
1 1

θέτω  u x
x u

    
 

    
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u ux x

u

x x x

u u

u

x x

u

ux

2

όταν x 0 u

1
1uαρα  lim lim

e ue
1 u

όμως lim ue = lim u = lim =
1 1
e e

1
= lim = lim (-e )=0

1
e

1
άρα  lim =-

ue

4. ύ F’(x) f(x ) 0

x  άρα η F  , x  όμως F(1)=0 άρα για χ<1, F



 

  

 



   







   

    (x)<0

 
  

2

2 2 2

1 x 1 x2 2

0 1 0 1

1x 1 12 2 x

1 0 00

x x x

e e
11

  ( ) ( f(t )dt)dx ((x)' f(t )dt)dx

x f(t )dt x.f(x )dx x.e dx

1
θέτω e u 2xe dx du xe dx du

2

για  x=0 u=1 

      x=1 u=e

1 1 1
άρα  Ε(Ω)=+ du [u] (e 1) . . 

2 2 2

      

       

    




   

   

  



 


