
   
 
 

 
Πανελλήνιες Εξετάσεις Ημερήσιων Γενικών Λυκείων  

Εξεταζόμενο Μάθημα: Μαθηματικά Προσανατολισμού,  

Θετικών & Οικονομικών Σπουδών   

Ημερομηνία: 9 Ιουνίου 2017 

Απαντήσεις Θεμάτων 

 

Θέμα Α 

Α1. Θεωρία, βλ. σχολικό βιβλίο το θεώρημα της σελ. 135 (παράγραφος 2.6 ) 

Α2.  

α) Ψευδής 

β) Από τη θεωρία του σχολικού βιβλίου (παράγραφος 2.1) γνωρίζουμε πως αν μια 

συνάρτηση 𝑓 είναι παραγωγίσιμη σε σημείο 𝑥𝑜 του πεδίου ορισμού της τότε είναι και 

συνεχής στο  𝑥𝑜 . 

Αντιπαράδειγμα: 𝑓(𝑥) = {
𝑥,   𝑥 ≥ 0
−𝑥,   𝑥 < 0

 

η οποία είναι συνεχής στο 𝑥𝑜 = 0 αλλά δεν είναι παραγωγίσιμη στο  𝑥𝑜 = 0. 

Α3. Θεωρία, βλ. σχολικό βιβλίο ορισμός στη σελ. 73 (παράγραφος 1.8) 

Α4. α) Λάθος        β)  Σωστό      γ)  Λάθος      δ) Σωστό      ε) Σωστό 

 

Θέμα Β 

B1. Για να ορίζεται η συνάρτηση (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)) πρέπει: 

{

𝑥 ∈ 𝐷𝑔
 

𝑔(𝑥) ∈ 𝐷𝑓
⇔ {

𝑥 ≠ 1
 

𝑔(𝑥) > 0
⇔ {

𝑥 ≠ 1
 

𝑥

1 − 𝑥
> 0

 ⇔ {
𝑥 ≠ 1
 

𝑥(1 − 𝑥) > 0
⇔ 0 < 𝑥 < 1 

Επομένως ορίζεται η 𝑓 ∘ 𝑔 και είναι: 

(𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)) = ln (
𝑥

1 − 𝑥
)    για κάθε  𝑥 ∈ (0,1) 

 

B2. H ℎ είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα (0,1) ως σύνθεση παραγωγίσιμων συναρτήσεων 

με :  

ℎ′(𝑥) =
1
𝑥

1 − 𝑥

∙ (
𝑥

1 − 𝑥
)
′

=
1 − 𝑥

𝑥
∙
1 − 𝑥 + 𝑥

(1 − 𝑥)2
 



   
 
 

⇔ ℎ′(𝑥) =
1

𝑥
∙
1

1 − 𝑥
=

1

𝑥(1 − 𝑥)
> 0,   για κάθε  𝑥 ∈ (0,1). 

H ℎ είναι γνησίως αύξουσα στο (0,1) επομένως έχει την ιδιότητα "1 − 1" άρα η ℎ είναι 

αντιστρέψιμη. 

H ℎ είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο 𝛢 = (0,1). Επομένως το σύνολο τιμών της είναι: 

ℎ(𝐴) = ( lim
𝑥→0+

ℎ(𝑥) , lim
𝑥→1−

ℎ(𝑥)) = (−∞ , +∞) διότι: 

lim
𝑥→0+

ℎ(𝑥) = lim
𝑥→0+

ln (
𝑥

1−𝑥
)  

𝑥

1−𝑥
= 𝑢
 

𝑥 → 0+   𝑢 → 0+
 

= lim
𝑢→0+

ln 𝑢 = −∞  

lim
𝑥→1−

ℎ(𝑥) = lim
𝑥→1−

ln (
𝑥

1 − 𝑥
)  

𝑥

1 − 𝑥
= 𝑢
 

𝑥 → 1−   𝑢 → +∞

 

lim
𝑢→+∞

ln 𝑢 = +∞ 

Επομένως, η συνάρτηση ℎ−1 έχει πεδίο ορισμού το (−∞ ,+∞). 

Για να βρούμε την αντίστροφη της ℎ θέτουμε: 

𝑦 = ℎ(𝑥) και λύνουμε ως προς 𝑥 

Έχουμε: 

𝑦 = ℎ(𝑥) 

⇔ 𝑦 = ln (
𝑥

1 − 𝑥
) 

⇔ 𝑒𝑦 =
𝑥

1 − 𝑥
 

⇔ 𝑒𝑦 − 𝑒𝑦𝑥 = 𝑥 

⇔ 𝑒𝑦 = 𝑒𝑦𝑥 + 𝑥 

⇔ 𝑒𝑦 = (𝑒𝑦 + 1)𝑥  και 𝑒𝑦 + 1 > 0 , για κάθε 𝑦 ∈ ℝ 

⇔ 𝑥 =
𝑒𝑦

𝑒𝑦 + 1
 

Άρα ο τύπος της αντίστροφης είναι:  ℎ−1(𝑦) =
𝑒𝑦

𝑒𝑦+1
 , 𝑦 ∈ ℝ.    

Θέτω όπου 𝑦 το 𝑥 οπότε:  ℎ−1(𝑥) =
𝑒𝑥

𝑒𝑥+1
 , 𝑥 ∈ ℝ 

 

 



   
 
 

 

B3. H 𝜑 είναι παραγωγίσιμη στο (−∞ , +∞) ως πηλίκο παραγωγίσιμων συναρτήσεων με  

𝜑′(𝑥) =
𝑒𝑥(𝑒𝑥 + 1) − 𝑒𝑥 ∙ 𝑒𝑥

(𝑒𝑥 + 1)2
=

𝑒𝑥

(𝑒𝑥 + 1)2
> 0  για κάθε 𝑥 ∈ ℝ 

Επομένως η 𝜑 είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ και δεν παρουσιάζει ακρότατα στο ℝ. 

Η συνάρτηση 𝜑′ είναι παραγωγίσιμη ως πηλίκο παραγωγίσιμων συναρτήσεων στο ℝ με  

𝜑′′(𝑥) =
𝑒𝑥(𝑒𝑥 + 1)2 − 2(𝑒𝑥 + 1) 𝑒𝑥 ∙ 𝑒𝑥

(𝑒𝑥 + 1)4
= 

=
𝑒𝑥(𝑒𝑥 + 1) − 2𝑒2𝑥

(𝑒𝑥 + 1)3
 

=
𝑒𝑥 − 𝑒2𝑥

(𝑒𝑥 + 1)3
 ,   𝑥 ∈ ℝ 

Λύνουμε: 

• 𝜑′′(𝑥) = 0 ⇔
𝑒𝑥(1−𝑒𝑥)

(𝑒𝑥+1)3
= 0 ⇔ 𝑒𝑥(1 − 𝑒𝑥) = 0 

𝑒𝑥>0  ,   𝑥∈ℝ  
⇔           1 − 𝑒𝑥 = 0 ⇔ 𝑥 = 0 

 

• 𝜑′′(𝑥) > 0 ⇔
𝑒𝑥(1−𝑒𝑥)

(𝑒𝑥+1)3
> 0   

 

⇔ 1− 𝑒𝑥 > 0,  διότι  𝑒𝑥 > 0 και (𝑒𝑥 + 1)3 > 0 

⇔ 1 > 𝑒𝑥  
𝑒𝑥↑
⇔  𝑥 < 0  

 

• 𝜑′′(𝑥) < 0 ⇔
𝑒𝑥(1−𝑒𝑥)

(𝑒𝑥+1)3
< 0 ⇔ 1− 𝑒𝑥 < 0  

⇔ 1 < 𝑒𝑥  
𝑒𝑥↑
⇔  𝑥 > 0 

Επομένως προκύπτει ο παρακάτω πίνακας 

 

 

 

 

 

 

𝑥 −∞                      0                              + ∞ 

𝜑′′(𝑥) + − 

𝜑(𝑥) 
 
 
 

 



   
 
 

H 𝜑′′ μηδενίζεται στο σημείο 𝑥 = 0 και εκατέρωθεν αλλάζει πρόσημο. Ακόμη ορίζεται η 

εφαπτομένη της 𝐶𝜑 στο σημείο 𝛢(0, 𝜑(0)). Οπότε το σημείο 𝛢 (0,
1

2
) είναι σημείο καμπής της 

𝐶𝜑 . 

B4. Έχουμε: 

lim
𝑥→−∞

𝜑(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
= 0   αφού  lim

𝑥→−∞
𝑒𝑥 = 0 

Άρα η ευθεία 𝑦 = 0 είναι οριζόντια ασύμπτωτη της 𝐶𝜑 στο −∞. 

Επίσης, έχουμε: 

lim
𝑥→+∞

𝜑(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
  

+∞

−∞
=

𝐷. 𝑙. 𝐻.

  lim
𝑥→+∞

(𝑒𝑥)′

(𝑒𝑥 + 1)′
 =  lim

𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑒𝑥
= 1 

Άρα η ευθεία 𝑦 = 1 είναι οριζόντια ασύμπτωτη της 𝐶𝜑.  

Επιπλέον αφού ισχύει 𝜑 = ℎ−1, η 𝜑 έχει σύνολο τιμών το πεδίο ορισμού της ℎ δηλαδή το 

διάστημα (0,1). Σχηματίζουμε τον πίνακα μεταβολών της 𝜑 και χαράσουμε τη γραφική της 

παράσταση. 

 

 𝑥 −∞                      0                    + ∞ 

𝜑′(𝑥) + + 

𝜑′′(𝑥) + − 

𝜑(𝑥)   

 

Γραφική παράσταση: 

 

  

ΣΚ 

𝛢 (0,
1

2
) 



   
 
 

 

Θέμα Γ 

Γ1. Η συνάρτηση 𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο [0, 𝜋] με 𝑓′(𝑥) = −𝜎𝜐𝜈𝑥. 

Έστω 𝑀(𝑥0, 𝑓(𝑥0)) το σημείο επαφής της εφαπτομένης (𝜀) της 𝐶𝑓 που διέρχεται από το 

𝐴 (
𝜋

2
, −

𝜋

2
). Η εξίσωση εφαπτομένης στο σημείο 𝛭 είναι:  

𝑦 − 𝑓(𝑥0) = 𝑓
′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) ⇔ 𝑦 + 𝜂𝜇𝑥0 = −𝜎𝜐𝜈𝑥0 (𝑥 − 𝑥0). 

Όμως: 𝛢 ∈ (𝜀) ⇔  −
𝜋

2
+ 𝜂𝜇𝑥0 = −𝜎𝜐𝜈𝑥0  (

𝜋

2
− 𝑥0) ⇔ 𝜂𝜇𝑥0 + (

𝜋

2
− 𝑥0) 𝜎𝜐𝜈𝑥0  −

𝜋

2
= 0 

Θεωρούμε τη συνάρτηση: 𝑔(𝑥) = 𝜂𝜇𝑥 + (
𝜋

2
− 𝑥)𝜎𝜐𝜈𝑥 −

𝜋

2
, 𝑥 ∈ [0, 𝜋]. 

Η συνάρτηση 𝑔 είναι παραγωγίσιμη στο [0, 𝜋] ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με 

𝑔′(𝑥) = (𝑥 −
𝜋

2
) 𝜂𝜇𝑥 

α’ τρόπος: 
Παρατηρούμε ότι: 𝑔(0) = 𝑔(𝜋) = 0 έχει δύο τουλάχιστον ρίζες στο [0, 𝜋] . Η συνάρτηση 𝑔 

είναι παραγωγίσιμη με: 𝑔′(𝑥) = (𝑥 −
𝜋

2
) 𝜂𝜇𝑥,   𝑥 ∈ [0, 𝜋] 

Ισχύει: 𝑔′(𝑥) = 0 ⇔ (𝑥 −
𝜋

2
) 𝜂𝜇𝑥 = 0 ⇔ 𝑥 = 0 ή  𝑥 =

𝜋

2
  ή 𝑥 = 𝜋. 

Επίσης: 𝑔′(𝑥) > 0 ⇔ (𝑥 −
𝜋

2
) 𝜂𝜇𝑥 > 0 ⇔

𝜋

2
< 𝑥 < 𝜋 

Σχηματίζουμε τον πίνακα μονοτονίας – ακροτάτων: 
 𝑥 

0                         𝜋/2                         𝜋 

𝑔′(𝑥) − + 

𝑔 
  

 

Η 𝑔 είναι γνησίως φθίνουσα στο 𝛥1 = [0,
𝜋

2
] και 0 ∈ 𝛥1, οπότε η 𝑔(𝑥) = 0 έχει μοναδική ρίζα 

στο 𝛥1 την 𝑥1 = 0.  

Η 𝑔 είναι γνησίως αύξουσα στο 𝛥2 = [
𝜋

2
, 𝜋] και 𝜋 ∈ 𝛥2, οπότε η 𝑔(𝑥) = 0 έχει μοναδική ρίζα 

στο 𝛥2 την 𝑥2 = 𝜋. 

Άρα η εξίσωση 𝑔(𝑥) = 0 έχει δύο ακριβώς ρίζες στο [0, 𝜋] και συνεπώς προκύπτουν δύο 
ακριβώς σημεία επαφής 𝛭, δηλαδή δύο ακριβώς εφαπτομένες (𝜀1), (𝜀2) της 𝐶𝑓 που 

διέρχονται από το σημείο 𝛢. 

β τρόπος: 

Παρατηρούμε ότι: 𝑔(0) = 𝑔(𝜋) = 0, άρα η εξίσωση 𝑔(𝑥) = 0 έχει δύο τουλάχιστον ρίζες στο 
[0, 𝜋]. Έστω ότι υπάρχει 𝑥0 ∈ (0, 𝜋) τρίτη ρίζα της εξίσωσης 𝑔(𝑥) = 0. 

Έχουμε ότι η συνάρτηση 𝑔 είναι συνεχής στα διαστήματα [0, 𝑥0] και  [𝑥0, 𝜋] και 
παραγωγίσιμη στα διαστήματα (0, 𝑥0) και (𝑥0, 𝜋) αντίστοιχα με 𝑔(0) = 𝑔(𝑥0)  



   
 
 

και 𝑔(𝑥0) = 𝑔(𝜋). Συνεπώς, με το θεώρημα Rolle υπάρχουν 𝜉1 ∈ (0, 𝑥0), 𝜉2 ∈ (𝑥0, 𝜋) τέτοια 
ώστε 𝑔′(𝜉1) = 𝑔

′(𝜉2) = 0.  

Όμως 𝑔′(𝑥) = 0 ⇔ (𝑥 −
𝜋

2
) 𝜂𝜇𝑥 = 0 ⇔ 𝑥 = 0 ή  𝑥 =

𝜋

2
  ή 𝑥 = 𝜋. 

Αλλά: 𝜉1, 𝜉2 ∈ (0, 𝜋) οπότε καταλήγουμε σε άτοπο, αφού η εξίσωση 𝑔(𝑥) = 0 έχει μοναδική 

ρίζα (0, 𝜋) την 𝑥 =
𝜋

2
.  

Άρα η εξίσωση 𝑔(𝑥) = 0 έχει δύο ακριβώς ρίζες στο [0, 𝜋] και συνεπώς προκύπτουν δύο 
ακριβώς σημεία επαφής 𝛭, δηλαδή δύο ακριβώς εφαπτομένες (𝜀1), (𝜀2) της 𝐶𝑓 που 

διέρχονται από το σημείο 𝛢. 

Γ2. Για να βρούμε τα σημεία τομής της 𝐶𝑓 με τον 𝑥′𝑥 λύνουμε στο [0, 𝜋] την εξίσωση: 

𝑓(𝑥) = 0 ⇔ 𝜂𝜇𝑥 = 0 ⇔ 𝑥 = 0 ή 𝑥 = 𝜋 γιατί 𝑥 ∈ [0, 𝜋]. 

Για κάθε 𝑥 ∈ [0, 𝜋] ισχύει 𝜂𝜇𝑥 ≥ 0 ⇔ −𝜂𝜇𝑥 ≤ 0 ⇔ 𝑓(𝑥) ≤ 0 

Επομένως, 𝛦2 = ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑥

0
= −∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑥

0
= ∫ 𝜂𝜇𝑥  𝑑𝑥

𝑥

0
= [−𝜎𝜐𝜈𝑥]0

𝜋 =1+1=2 τ.μ. 

Το εμβαδό του τριγώνου 𝛰𝛢𝛣 είναι 𝛦𝛰𝛢𝛣 =
(𝛰𝛣)(𝛢𝛤)

2
=
1

2
|𝜋| |−

𝜋

2
| =

𝜋2

4
 

Συνεπώς 𝛦1 = 𝛦𝛰𝛢𝛣 − 𝛦2 και τελικά 
𝛦1

𝛦2 
=
𝛦𝛰𝛢𝛣−𝛦2 

𝛦2 
=

𝜋2

4
 −2

2
=
𝜋2

8
− 1. 

 

 

𝛣(𝜋, 0) 

𝛰 

𝛢 (
𝜋

2
,−
𝜋

2
) 

𝛤 (
𝜋

2
, 0) 



   
 
 

Γ3.  Έχουμε: 

lim
𝑥→𝜋

𝑓(𝑥) + 𝑥

𝑓(𝑥) − 𝑥 + 𝜋
  
𝐷𝑓 = [0, 𝜋]

=
 

 lim
𝑥→𝜋−

−𝜂𝜇𝑥 + 𝑥

−𝜂𝜇𝑥 − 𝑥 + 𝜋
  (1) 

Θεωρούμε τη συνάρτηση ℎ(𝑥) = −𝜂𝜇𝑥 − 𝑥 + 𝜋 , 𝑥 ∈ [0, 𝜋]. 

Η ℎ είναι συνεχής στο [0, 𝜋] και παραγωγίσιμη στο (0, 𝜋) ως πράξεις μεταξύ παραγωγίσιμων 

συναρτήσεων με ℎ′(𝑥) = −𝜎𝜐𝜈𝑥 − 1 < 0 για κάθε 𝑥 ∈ (0, 𝜋).  

Επειδή η ℎ είναι συνεχής στο 𝑥 = 𝜋, η ℎ είναι γνησίως φθίνουσα στο [0, 𝜋]. 

Άρα για κάθε 0 ≤ 𝑥 < 𝜋 
ℎ↓
⇔ ⇔ ℎ(𝑥) > ℎ(𝜋) ⇔ ℎ(𝑥) > 0. 

Οπότε από τη σχέση (1) το όριο γίνεται:  

lim
𝑥→𝜋−

−𝜂𝜇𝑥 + 𝑥

−𝜂𝜇𝑥 − 𝑥 + 𝜋
= lim
𝑥→𝜋−

[(−𝜂𝜇𝑥 + 𝑥) ∙
1

−𝜂𝜇𝑥 − 𝑥 + 𝜋
] = 𝜋 ∙ (+∞) = +∞ 

αφού  lim
𝑥→𝜋−

(−𝜂𝜇𝑥 − 𝑥 + 𝜋) = 0   και − 𝜂𝜇𝑥 − 𝑥 + 𝜋 = ℎ(𝑥) > 0 , για κάθε  𝑥 ∈ (0, 𝜋).  

 

β’ τρόπος: 

Η 𝑓 είναι συνεχής στο [0, 𝜋] και δύο φορές παραγωγίσιμη στο (0, 𝜋) με 𝑓′′(𝑥) = 𝜂𝜇𝑥 > 0 για 
κάθε 𝑥 ∈ (0, 𝜋).  Επομένως, η 𝑓 είναι κυρτή στο [0, 𝜋] και η εφαπτομένη (𝜀2) της 𝐶𝑓 βρίσκεται 

κάτω από την 𝐶𝑓 με εξαίρεση το σημείο επαφής 𝛣(𝜋, 0).  

Δηλαδή 𝑓(𝑥) > 𝑥 − 𝜋 
 
⇔ −𝜂𝜇𝑥 − 𝑥 + 𝜋 > 0  για κάθε  𝑥 ∈ [0, 𝜋). 

γ’ τρόπος: 

Θέτοντας στην (1) 𝑢 = 𝜋 − 𝑥 έχουμε ότι 𝑢 → 0+ καθώς 𝑥 → 𝜋− και το όριο γίνεται:  

lim
𝑢→0+

[(𝜋 − 𝑢 − 𝜂𝜇(𝜋 − 𝑢)) ∙
1

𝑢−𝜂𝜇(𝜋−𝑢)
] = lim

𝑢→0+
[(𝜋 − 𝑢 − 𝜂𝜇𝑢) ∙

1

𝑢−𝜂𝜇𝑢
] = 𝜋 ∙ (+∞) = +∞,  

αφού  lim
𝑢→0+

(𝑢 − 𝜂𝜇𝑢) = 0   και   𝑢 − 𝜂𝜇𝑢 > 0 , για κάθε  𝑢 ∈ (0, 𝜋). 

 

Γ4. Η 𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο [0, 𝜋] με 𝑓′′(𝑥) = 𝜂𝜇𝑥 ≥ 0 για κάθε 𝑥 ∈ [0, 𝜋] με την ισότητα 
να ισχύει μόνο για 𝑥 = 0 και 𝑥 = 𝜋. 

Επομένως, η 𝑓 είναι κυρτή στο [0, 𝜋] και η εφαπτομένη (𝜀2) της 𝐶𝑓 βρίσκεται κάτω από την 𝐶𝑓 

με εξαίρεση το σημείο επαφής 𝛣(𝜋, 0).  

Δηλαδή 𝑓(𝑥) > 𝑥 − 𝜋 
𝑥>0
⇔  

𝑓(𝑥)

𝑥
> 1 −

𝜋

𝑥
  για κάθε  𝑥 ∈ (1, 𝑒). 

Άρα  ∫
𝑓(𝑥)

𝑥
 𝑑𝑥 >

𝑒

1

∫ (1 −
𝜋

𝑥
)  𝑑𝑥 =

𝑒

1

 [𝑥 − 𝜋 ln|𝑥|]1
𝑒 = 𝑒 − 𝜋 − 1 + 0 = 𝑒 − 1 − 𝜋 

 

  

 

 

 



   
 
 

Θέμα Δ 

Δ.1. 

• Για την συνέχεια της 𝑓 έχουμε: 

Η 𝑓 είναι συνεχής στο [−1,0) ως σύνθεση συνεχών συναρτήσεων  

Η 𝑓 είναι συνεχής στο (0, 𝜋] ως γινόμενο συνεχών συναρτήσεων  

 lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

√𝑥4
3

= 0 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

(𝑒𝑥𝜂𝜇𝑥) = 0, άρα lim
𝑥→0
𝑓(𝑥) = 0 = 𝑓(0)  και η 𝑓 συνεχής στο 0. 

Τελικά η 𝑓 είναι συνεχής στο [−1, 𝜋]. 

• Τα κρίσιμα σημεία της 𝑓 είναι τα εσωτερικά σημεία του διαστήματος όπου η 𝑓 δεν είναι 

παραγωγίσιμη ή ισχύει 𝑓′(𝑥) = 0. 

H 𝑓  είναι παραγωγίσιμη στο (−1,0) με 𝑓′(𝑥) = (√𝑥4)
3 ′

= (|𝑥|
4

3)
′

= ((−𝑥)
4

3)
′

 

=
4

3
(−𝑥)

1
3(−𝑥)′ = −

4

3
√−𝑥
3

< 0 

H 𝑓  είναι παραγωγίσιμη στο (0, 𝜋) με  

𝑓′(𝑥) = (𝑒𝑥𝜂𝜇𝑥)′ = 𝑒𝑥𝜂𝜇𝑥 + 𝑒𝑥𝜎𝜐𝜈𝑥 = 𝑒𝑥(𝜂𝜇𝑥 + 𝜎𝜐𝜈𝑥) 

και 𝑓′(𝑥) = 0 ⇔ 𝑒𝑥(𝜂𝜇𝑥 + 𝜎𝜐𝜈𝑥) = 0 ⇔ 𝜂𝜇𝑥 + 𝜎𝜐𝜈𝑥 = 0 ⇔ 𝜂𝜇𝑥 = −𝜎𝜐𝜈𝑥 ⇔ 

𝜀𝜑𝑥 = −1 ⇔ 𝑥 =
3𝜋

4
 

lim
𝑥⟶0−

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥⟶0−

√𝑥4
3

𝑥
= lim
𝑥⟶0−

(−
(−𝑥)

4
3

(−𝑥)
) = lim

𝑥⟶0−
(−(−𝑥)

1
3) = lim

𝑥⟶0−
(−√−𝑥

3
) =0 

lim
𝑥⟶0+

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥⟶0+

𝑒𝑥𝜂𝜇𝑥

𝑥
= lim
𝑥⟶0+

𝑒𝑥 lim
𝑥⟶0+

𝜂𝜇𝑥

𝑥
= 1 ∙ 1 = 1 

Άρα η 𝑓 δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0. 

Τελικά τα κρίσιμα της 𝑓 στο [−1, 𝜋] είναι τα 𝑥1 = 0 και 𝑥2 =
3𝜋

4
. 

 

 

 

 



   
 
 

 

Δ2. Οι ρίζες και το πρόσημο της παραγώγου φαίνονται στον παρακάτω πίνακα: 

𝑥 −∞         − 1                    0               
3𝜋

4
                   𝜋          + ∞ 

𝑓′(𝑥)  − + −  

𝑓(𝑥)   
   

 

 

 

Η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στα διαστήματα [−1,0], [
3𝜋

4
 , 𝜋] και γνησίως αύξουσα στο [0,

3𝜋

4
 ]. 

Έχει τοπικό μέγιστο για 𝑥 = −1 , το 𝑓(−1) = 1 και για 𝑥 =
3𝜋

4
  έχει ολικό μέγιστο το  

𝑓 (
3𝜋

4
) =

√2

2
𝑒
3𝜋

4 = 𝑀 και ολικό ελάχιστο για 𝑥 = 0, το 𝑓(0) = 0 = 𝑚 και για 𝑥 = 𝜋 ,  

το 𝑓(𝜋) = 0 = 𝑚. 

Σύμφωνα με το Θεώρημα Μέγιστης και Ελάχιστης Τιμής (ΘΜΕΤ), η 𝑓 έχει σύνολο τιμών το 

[𝑚,𝑀] = [0,   
√2

2
∙ 𝑒

3𝜋

4 ], όπου 𝑚 το ελάχιστο και 𝛭 το μέγιστο της 𝑓. 

Δ3. 

𝛦 = ∫ |𝑓(𝑥) − 𝑒5𝑥|
𝜋

0

 𝑑𝑥 = ∫ |𝑒𝑥 ∙ 𝜂𝜇𝑥 − 𝑒5𝑥|
𝜋

0

 𝑑𝑥  (1) 

Ισχύει:   𝑒𝑥 ∙ 𝜂𝜇𝑥 − 𝑒5𝑥 = 𝑒𝑥 ∙ (𝜂𝜇𝑥 − 𝑒4𝑥)  

Για κάθε 𝑥 ∈ [0, 𝜋] είναι: 

𝑥 ≥ 0 ⇔ 4𝑥 ≥ 0 ⇔ 𝑒4𝑥 ≥ 1 ≥ 𝜂𝜇𝑥 και άρα 𝜂𝜇𝑥 − 𝑒4𝑥 ≤ 0. 

Η (1) γίνεται: 

 𝛦 = ∫ (𝑒5𝑥 − 𝑒𝑥 ∙ 𝜂𝜇𝑥) 𝑑𝑥 
𝜋

0

= 

∫ 𝑒5𝑥 𝑑𝑥 − ∫ 𝑒𝑥 ∙ 𝜂𝜇𝑥  𝑑𝑥 
𝜋

0

𝜋

0

= 𝛪1 − 𝛪2 

Για το ολοκλήρωμα 𝛪1 έχουμε 

𝛪1 = ∫ 𝑒5𝑥 𝑑𝑥 =
𝜋

0

[
1

5
∙ 𝑒5𝑥]

0

𝜋

=
1

5
 𝑒5𝜋 −

1

5
 

 

1 0 0 
√2

2
𝑒
3𝜋
4   

Μέγιστο Ελάχιστο Ελάχιστο Τοπικό 
Μέγιστο 



   
 
 

Για το ολοκλήρωμα 𝛪2 έχουμε 

𝛪2 = ∫ 𝑒𝑥 ∙ 𝜂𝜇𝑥  𝑑𝑥 =
𝜋

0

∫ (𝑒𝑥)′ ∙ 𝜂𝜇𝑥  𝑑𝑥 = [𝑒𝑥𝜂𝜇𝑥]0
𝜋

𝜋

0

−∫ 𝑒𝑥 ∙ 𝜎𝜐𝜈𝑥  𝑑𝑥
𝜋

0

  

= −∫ 𝑒𝑥 ∙ 𝜎𝜐𝜈𝑥  𝑑𝑥
𝜋

0

= −∫ (𝑒𝑥)′ ∙ 𝜎𝜐𝜈𝑥  𝑑𝑥 = −[𝑒𝑥𝜎𝜐𝜈𝑥]0
𝜋

𝜋

0

−∫ 𝑒𝑥 ∙ 𝜂𝜇𝑥  𝑑𝑥
𝜋

0

 

= −(−𝑒𝜋 − 1) − 𝐼2 ⇔ 

2 ∙ 𝐼2 = 𝑒
𝜋 + 1 ⇔ 𝐼2 =

𝑒𝜋 + 1

2
 

Άρα  𝛦 = 𝛪1 − 𝛪2 =
1

5
𝑒5𝜋 −

1

5
−
𝑒𝜋 + 1

2
 

Δ4. Είναι: 

16 ∙ 𝑒−
3𝜋
4 ∙ 𝑓(𝑥) − 𝑒−

3𝜋
4 ∙ (4𝑥 − 3𝜋)2 = 8√2 , 𝑥 ∈ [−1, 𝜋] 

⇔ 16 ∙ 𝑓(𝑥) − (4𝑥 − 3𝜋)2 = 8√2 ∙ 𝑒
3𝜋
4  

⇔ 𝑓(𝑥) −
(4𝑥 − 3𝜋)2

16
=
√2

2
∙ 𝑒
3𝜋
4  

⇔ 𝑓(𝑥) − (𝑥 −
3𝜋

4
)
2

=
√2

2
∙ 𝑒
3𝜋
4  

⇔ (𝑥 −
3𝜋

4
)
2

= 𝑓(𝑥) − 𝑀 ≤ 0 

Άρα  (𝑥 −
3𝜋

4
)
2

= 0 ⇔ 𝑥 −
3𝜋

4
= 0 ⇔ 𝒙 =

𝟑𝝅

𝟒
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