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ℎ(𝑥0) = 0 και αφού η ℎ είναι γνησίως φθίνουσα στο [2,3], η εξίσωση ℎ(𝑥) = 0 έχει μοναδική 

ρίζα την 𝑥 = 𝑥0. 

B3. Η 𝑓 είναι συνεχής στο ℝ και παραγωγίσιμη με 𝑓′(𝑥) = −𝑒−𝑥 < 0 για κάθε 𝑥 ∈ ℝ 

Άρα η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο ℝ και αφού είναι συνεχής στο ℝ έχει σύνολο τιμών το 

διάστημα:  𝑓(ℝ) = ( lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥), lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)) = (2,+∞) 

Επομένως, η 𝑓 είναι συνάρτηση με την ιδιότητα 1 − 1, άρα και αντιστρέψιμη.  

Η 𝑓−1 έχει πεδίο ορισμού το 𝑓(ℝ) = (2,+∞).  

Για να βρούμε την αντίστροφη της 𝑓 θέτουμε 𝑦 = 𝑓(𝑥) και λύνουμε ως προς 𝑥. Έχουμε: 

𝑓(𝑥) = 𝑦 ⟺ 𝑒−𝑥 + 2 = 𝑦,   με 𝑦 > 2 

⟺ 𝑒−𝑥 = 𝑦 − 2 , 𝑦 > 2 

⟺−𝑥 = ln(𝑦 − 2) , 𝑦 > 2 

⟺ 𝑥 = − ln(𝑦 − 2) , 𝑦 > 2 

⟺ 𝑓−1(𝑦) = − ln(𝑦 − 2) , 𝑦 > 2 

Επομένως: 𝑓−1(𝑥) = − ln(𝑥 − 2) , 𝑥 > 2 

B4. Έχουμε: lim
𝑥→2+

𝑓−1(𝑥) = lim
𝑥→2+

[− ln(𝑥 − 2)] 

και θέτοντας 𝑢 = 𝑥 − 2, είναι 𝑢0 = lim
𝑥→2+

(𝑥 − 2) = 0 

άρα προκύπτει: lim
𝑢→0+

[− ln 𝑢] = +∞ 

Τελικά, η ευθεία 𝑥 = 2 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της 𝐶𝑓. 

Για τις γραφικές παραστάσεις των 𝑓, 𝑓−1 προκύπτει το ακόλουθο σχήμα: 

 

 
 

(Γνωρίζουμε ότι οι γραφικές παραστάσεις των 𝑓 και 𝑓−1 έχουν άξονα συμμετρίας την ευθεία 

𝑦 = 𝑥) 
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i) Για και άρα 

 

για κάθε ,  γιατί  και  

Oπότε:  για κάθε . 

ii)  

 

 

 

 

 

Με εφαρμογή του θεωρήματος Μέσης Τιμής για τη συνάρτηση στο διάστημα  

εξασφαλίζουμε  ώστε να ισχύει  και άρα η (1) γράφεται 

ισοδύναμα:  που ισχύει από το ερώτημα Δ3 (i). 

 

 

Για κάθε η  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη με:  και  . 

Λύνουμε:  

�  

�  



   
 
 

• 𝑔′′(𝑥) < 0 ⇔ 𝑥 > 0 

𝑥 −∞                               0                         + ∞ 

𝑔′′(𝑥) + − 

𝑔′   

Η 𝑔′ παρουσιάζει στο 𝑥 = 0 ολικό μέγιστο, άρα για κάθε 𝑥 ∈ ℝ ισχύει 𝑔′(𝑥) ≤ 𝑔′(0) 

⇔ 𝑔′(𝑥) ≤ −1, με την ισότητα να ισχύει για 𝑥 = 0. 

Γνωρίζουμε όμως ότι για κάθε 𝑥 ∈ ℝ ισχύει: 𝑓′(𝑥) ≥ −1. 

Αν υπάρχει κοινή εφαπτόμενη στην 𝐶𝑓 , 𝐶𝑔 τότε αυτή θα αναφέρεται σε σημείο με τετμημένη 

𝑥0 = 0. Οπότε η ευθεία αυτή έχει εξίσωση: 𝑦 − 𝑔(0) = 𝑔′(0) ∙ (𝑥 − 0) 

⇔ 𝑦 − 2 = −𝑥 ⇔ 𝑦 = −𝑥 + 2, που είναι η κοινή εφαπτόμενη των δύο γραφικών 

παραστάσεων. 

 

(β’ τρόπος) 

Έστω (𝜀1) εφαπτoμένη της 𝐶𝑓 στο σημείο 𝐴(𝑥1, 𝑓(𝑥1)) και (𝜀2) της 𝐶𝑔 στο σημείο 

𝐵(𝑥2, 𝑓(𝑥2)). Τότε: (𝜀1):  𝑦 − 𝑓(𝑥1) = 𝑓
′(𝑥1)(𝑥 − 𝑥1) ⇔ 𝑦 = 𝑓′(𝑥1) ∙ 𝑥 + 𝑓(𝑥1) − 𝑥1 ∙ 𝑓′(𝑥1) 

(𝜀2):  𝑦 − 𝑔(𝑥2) = 𝑔
′(𝑥2)(𝑥 − 𝑥2) ⇔ 𝑦 = 𝑔′(𝑥2) ∙ 𝑥 + 𝑔(𝑥2) − 𝑥2 ∙ 𝑔′(𝑥2) 

Για να υπάρχει κοινή εφαπτομένη των 𝐶𝑓 , 𝐶𝑔 πρέπει:  

{
𝑓′(𝑥1) = 𝑔

′(𝑥2) ,   (1)

𝑓(𝑥1) − 𝑥1 ∙ 𝑓(𝑥1) = 𝑔(𝑥2) − 𝑥2 ∙ 𝑔(𝑥2),   (2)
 

Αλλά: 𝑓′(𝑥1) ≥ −1, για κάθε 𝑥 ∈ ℝ με την ισότητα να ισχύει μόνο για 𝑥1 = 1  

και 𝑔′(𝑥2) = −3𝑥2
2 − 1 ≤ −1 για κάθε 𝑥 ∈ ℝ με την ισότητα να ισχύει μόνο 𝑥2 = 0. 

Άρα, η (1) ισχύει για 𝑥1 = 1 και 𝑥2 = 0.  

Για 𝑥1 = 1 και για 𝑥2 = 0 ισχύει και η σχέση (2). 

Οπότε η κοινή εφαπτομένη είναι: 

𝑦 − 𝑓(1) = 𝑓′(1)(𝑥 − 1) ⇔ 𝑦 − 1 = −(𝑥 − 1) ⇔ 𝑦 = −𝑥 + 2. 
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